
可分空間の性質と宇宙空間 (cosmic space) および
Arhangel'skii の定理の完全な証明

位相空間論において、「自明に見えて実は非自明」「条件を緩めると反例が存在する」というプロセスは、数学
の非常に面白く奥深い部分です。ここでは、可分距離空間の性質、一般の位相空間への拡張と反例、距離空間に
近い性質を持つ空間クラス（宇宙空間など）、そして関数空間における Arhangel'skii の定理について、基本概念
の定義から自己完結的 (self-contained) にすべての証明を逃さずに解説します。

1. 基礎概念の定義

定義 (稠密と可分):
位相空間  の部分集合  が  において稠密 (dense) であるとは、  の閉包が  全体に一致すること、すなわ
ち任意の空でない開集合  に対して  となることである。
位相空間  が可分 (separable) であるとは、  が可算な稠密部分集合を持つことである。

定義 (第二可算公理):
位相空間  が第二可算 (second countable) であるとは、  の位相が可算な開基 (base) を持つことである。すな
わち、可算な開集合族  が存在し、  の任意の開集合が  の要素の和集合として表せることである。

2. 距離空間における部分空間の可分性

距離空間において「可分である」ことは「第二可算公理を満たす」ことと同値になるため、それを利用すると簡
単に証明できますが、ここではより直感的な「具体的な可算稠密部分集合を構成する」アプローチで完全な証明
を行います。

定理 1:
可分な距離空間の部分空間は可分である。

証明:
 を可分な距離空間とする。  は可分であるから、可算な稠密部分集合  を持つ。
 を任意の部分集合とし、  に相対位相を入れた部分空間が可分であることを示す。

各  に対して、  における点  を中心とする半径  の開球を 
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 とする。この開球と  の交わり  を考える。もし
 であれば、選択公理によりその交わりの中から要素を一つ選び、それを  とする。

選んだ要素からなる集合  を以下のように定義する：

添字が自然数のペア  であり、  は可算集合であるため、写像  の像である
集合  は可算集合である。

次に、  が  において稠密であることを示す。任意の  と任意の  をとる。  となるよう
な十分大きい自然数  を選ぶ。  は  で稠密であるから、  の  近傍内に  の元が存在する。すな
わち、ある自然数  が存在して  となる。

このとき  であり、かつ仮定より  であるから、  となる。したがっ
て  であり、定義より  が存在する。

距離関数  の三角不等式および対称性を用いると、  と  の距離は次のように評価できる：

ここで、  であり、また  より  であるから、

が成り立つ。よって、  の任意の点  の任意の  近傍内に  の元が存在するため、  は  で稠密である。  は
可算稠密部分集合  を持つため、可分である。(証明終)

3. 一般の位相空間における反例

距離空間の枠を外れて「一般の位相空間」になると、三角不等式などの距離の性質が使えなくなります。実際、
「全体は可分なのに、ある部分空間は非可算な離散空間になってしまう」という反例が存在します。

反例 1: 特定の点を含む位相 (particular point topology)
実数全体  上に位相  を次のように定める：  であるのは、  であるか、または  となること
である。この空間  を考える。

全体の可分性： 1点集合  を考える。任意の空でない開集合  は必ず  を含むため、
 となる。よって  は  で稠密であり、  は有限稠密部分集合を持つため可分である。

部分空間の非可分性： 部分集合  に相対位相を入れる。  の任意の部分集合  に対して、
 は  を含むので  の開集合である。相対位相の定義より、  は 

 の開集合となる。すなわち、  のすべての部分集合が開集合となり、  は離散空間 (discrete space) となる。
 は非可算集合であり、非可算な離散空間の稠密部分集合は全体空間自身のみであるから、  は可算稠密部分集
合を持たず、可分ではない。
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反例 2: Sorgenfrey 平面 (Sorgenfrey plane)
実数直線  に、半開区間  を開基とする位相を入れた空間（下限位相）を Sorgenfrey 直線  と呼ぶ。
の有理数の集合  は可算かつ稠密であるから、  は可分である。直積空間  を Sorgenfrey 平面と
呼ぶ。

全体の可分性：  は可算集合であり、  において稠密であるため、  は可分である。

部分空間の非可分性： 反対角線  に相対位相を入れる。各点  に
対して、  の開基の元  を考える。  を計算すると、  とな
るのは  かつ （すなわち ）を満たすときである。これを同
時に満たすのは  のみであるから、  となる。よって、相対位相において  の1
点集合は開集合であり、  は離散空間となる。  は非可算濃度を持つため可分ではない。

4. 距離空間に近い性質を持つ反例と Hewitt-Marczewski-Pondiczery の定理

反例 3: Niemytzki 平面 (Niemytzki plane)
上半平面  に次のような位相を入れる。  の点の局所開基は通常のユークリッド
距離による開円板とする。x軸上の点  の局所開基は、その点自身と、上半平面内で  に接する開円板
の和集合とする。
この空間は完全正則 (completely regular) であり第一可算であるが、正規空間ではない。有理点の集合 

 は可算稠密であるため  は可分である。しかし、部分空間であるx軸 
 は、相対位相において非可算な離散空間となるため可分ではない。

定理 2 (Hewitt-Marczewski-Pondiczery の定理の可分な場合):
可分な位相空間を連続体濃度  個まで直積した空間は可分である。

証明:
添字集合を  とし、  とする。  は実数  の部分集合への単射が存在するため、一般性を失わず  と
して証明する。各  について、  を可分な位相空間とし、その可算稠密部分集合を 

 とする。直積空間を  とする。

証明の要として、添字集合である  自身に通常のユークリッド位相を考える。  には、両端が有理数であるよう
な開区間の集合  が存在する。有理数は可算であるから  も可算集合であり、  の可算な開基となる。  の要
素からなる、「互いに素な有限個の開区間の集まり」の全体を  とする。  が可算であるため、その有限部分集
合全体の部分集合である  もまた可算集合である。

直積空間  の元  を一つ任意に固定する。各 （互いに素な開区間の組）と、
各  に対して、新しい点  を次のように定義する：
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 は互いに素であるため、この関数  は well-defined である。

構成した点の集合を  とする：

 が可算であり、各  に対して  の選び方（ ）も可算であるため、可算集合の可算和として構成される 
は可算集合である。

 が  において稠密であることを示す。直積位相の任意の空でない基本開集合  をとる。直積位相の定義
より、  は有限個の座標にのみ制約を持つ。すなわち、相異なる有限個の実数  と、各  にお
ける空でない開集合  が存在して、次のように書ける：

 は Hausdorff 空間であるため、相異なる点  をそれぞれ含むような、互いに素な開区間 
 を選ぶことができる。これにより  を固定する。

各  について、  は  で稠密であるため、  である。すなわち、ある自然数 
 が存在して  となる。これで  が固定できる。

このように選んだ  と  から点  が定まる。この  の  座標を評価すると、  であるた
め、定義より  となる。したがって  がすべての  で成り立つ。こ
れは  であることを意味する。

ゆえに  であり、  は  で可算稠密部分集合となる。したがって  は可分である。(証明終)

5. 宇宙空間 (cosmic space) と遺伝的可分性

「全体が可分なら、部分空間も常に可分になる」空間を、遺伝的可分 (hereditarily separable) と呼びます。距離化
不可能な位相空間においてこれを保証する重要な条件の一つが「宇宙空間」です。

定義 (ネットワークと宇宙空間):
位相空間  の部分集合族  がネットワーク (network) であるとは、任意の開集合  が  のある部分族の
和集合として表せることである。同値な定義として、任意の点  とその任意の開近傍  に対して、

 となる  が存在することである。（※  の要素自体は開集合である必要はない）
位相空間  が可算なネットワークを持つとき、  を宇宙空間 (cosmic space) と呼ぶ。

宇宙空間の典型例には以下のようなものがある：

可算な位相空間：  が可算集合であれば、1点集合の族  は可算なネットワークとなる。
例えば Arens-Fort 空間は可算集合であるため宇宙空間である。
連続関数空間 ：  を閉区間  としたとき、各点収束位相を入れた関数空間 。
可算ファン (sequential fan )： 可算個の収束点列の極限点を一点に同一視した商空間。
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補題 1:
宇宙空間の部分空間は宇宙空間である。

証明:
 を宇宙空間とし、  をその可算なネットワークとする。  を任意の部分空間とする。部分集合族  を
次のように定める：

 は可算であるから、  も可算族である。任意の  と  における開近傍  をとる。相対位相の定義よ
り、  の開集合  が存在して  と書ける。

 は  のネットワークであるから、  を満たす  が存在する。各辺と  の交わりをとると、
 となる。  であるから、  は  の可算なネットワークである。よっ

て  は宇宙空間である。(証明終)

定理 3 (E. Michael):
宇宙空間の連続写像による像は宇宙空間である。

証明:
 を宇宙空間とし、  を任意の位相空間、  を連続かつ全射な写像とする。  が宇宙空間であること
を示す。

 は宇宙空間であるから、可算なネットワーク  を持つ。  の部分集合族  を次のように定義する：

 は可算集合であるから、写像  による像  もまた可算な部分集合族である。

この  が  のネットワークであることを示す。  の任意の開集合  と、任意の要素  をとる。  は全射
であるから、  となるような  の要素  が存在する。

 は連続写像であるため、  の逆像  は  の開集合である。また、
 より、  が成り立つ。

 は  のネットワークであるから、点  と開集合  に対して、以下の包含関係を満たす要素  が
存在する：

この包含関係の各辺を、写像  により  へ送る（像をとる）。単調性より以下が成り立つ：

ここで、  である。また、集合論の一般的な性質として、任意の写像  と終域の部分集
合  に対して  が成り立つ。したがって、
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が得られる。

定義より  であるから、任意の  に対して  となる  が存在することが示さ
れた。ゆえに  は  の可算なネットワークであり、  は宇宙空間である。(証明終)

6. 関数空間  と Arhangel'skii の定理

位相空間  上の実数値連続関数全体  に、各点収束位相 (topology of pointwise convergence) を入れた空
間を  と書きます。この空間と元の空間  の間には、非常に美しく対称的な関係が存在します。

定義 (各点収束位相と Tychonoff 空間):
位相空間  上の連続関数空間  の開基は、有限個の点  と開集合  に対
して次のように与えられる：

位相空間  が Tychonoff 空間 (Tychonoff space) または完全正則  空間 (completely regular  space) であると
は、  が  空間であり、かつ任意の閉集合  と  に対し、連続関数  が存在して 

 かつ  となることである。

定理 4 (Arhangel'skii の定理):
 を Tychonoff 空間とする。このとき、  が宇宙空間であることと、  が宇宙空間であることは同値であ
る。

証明:
前半 (  が宇宙空間ならば  も宇宙空間であることの証明):

 は宇宙空間であるから、可算なネットワーク  を持つ。また、実数  には可算な開基  （例えば有理数を端
点とする開区間の全体）が存在する。

各  と  に対して、  の部分集合  を次のように定義する：

このような集合からなる族を  とする。  と  はともに可算集合であるか
ら、  も可算族である。

 の要素の有限個の共通部分として表される集合全体を  とする。  が可算であることから、その有限部分集
合の全体から作られる  もまた可算族である。

この可算族  が  のネットワークとなることを示す。任意の  と、  を含む  の任意の
開集合  をとる。各点収束位相の定義より、  は基本開集合を含んでおり、ある有限個の点  と

 の開集合  を用いて以下のように仮定してよい：
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 であり、  は開集合であるから、  が  の開基であることより、ある  が存在して

を満たす。  は連続関数であるから、  は  における開集合であり、当然  を満たす。
 は  のネットワークであるから、点  と開近傍  に対して、ある  が存在して

が成り立つ。これは  であることを意味するため、定義より  である。

ここで、  とおく。構成より  であり、すべての  について  である
から、  が成り立つ。
さらに、任意の  をとると、すべての  について  が成り立つ。  であるか
ら、  となる。したがって  であり、  が示された。
以上より、  となる  が存在するため、  は  の可算ネットワークであり、  は
宇宙空間である。

後半 (  が宇宙空間ならば  も宇宙空間であることの証明):
 が宇宙空間であると仮定する。前半の証明において、  が Tychonoff 空間であるという条件は一切使用し

なかったため、位相空間  に対して前半の結果を再び適用することができる。すなわち、  が宇宙空
間ならば、その連続関数空間である  もまた宇宙空間である。

ここで、写像  を次のような評価写像 (evaluation map) として定義する：

 が Tychonoff 空間であるという仮定から、この評価写像  は位相的埋め込み (topological embedding) となるこ
とが知られている。すなわち、  は  の部分空間  と同相である。

 は宇宙空間であり、補題 1 より宇宙空間の任意の部分空間は宇宙空間である。したがって、その部
分空間  は宇宙空間である。  は  と同相であるから、  もまた宇宙空間である。(証明終)
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